Universidade Estadual Vale do Acarau

QUADRADOS
MAGICOS

Daniel Caetano de Figueiredo



Este Artigo € uma adaptacdo da Monogrgfi@ apresentei como
Trabalho de Concluséo de Curso de Especializaca@%99.

Fiz, algumas alteracdes e o reapresegtvaa



INTRODUCAO

Este trabalho é fruto, antes de tudo, wi#osidade do autor e de sua
intencdo em aprofundar o0s seus conhecimentosadertema — quadrado
magico — muito pouco explorado no ensino da Matieaat

Ainda quando estudante do primeiro graayei pela primeira vez
contato com este interessante assunto, mas corjessainda n&o possuia as
condi¢des intelectuais necessarias para estudadond forma mais profunda.
O tempo passava e, aqui ou acola, conversandocotegas de profissao,
alguém levantava assuntos relacionados com o tentuestao.

Mas, afinal, quais sdo os objetivos ddoml destas linhas em téo
desprezado tema, sobre o qual os livros didateo®is dedicam uma linha
sequer, de uma forma geral?

Na realidade a bibliografia sobre suso “quadrados magicos” é
muito escassa, dai a dificuldade para discorrenonedobre o assunto, apesar
de o mesmo ser muito antigo e termos visto quedgsimatematicos se
interessaram pelo tema, a exemplo do matematiogo suéonhard Euler
(1707-1783).

Creio que determinados assuntos gobos , quadrados magicos, por
exemplo, poderiam e deveriam ser mais exploradios peofessores no dia a
dia da sala de aula. Citamos a antiga Unido dagibReps Socialistas
Soviéticas, onde o xadrez é disciplina obrigat@@axadrez, assim como 0s
quadrados magicos levam os alunos a refletireraciacinarem e a fazer uso
da légica. E desnecessario falarmos acerca dosamtento e da irmandade
existente entre a l6gica e matematica, pois ambagarn a se confundirem
muitas vezes. Segundo o matematico Karl Poppeas fronteiras entre a
Matematica e a Logica, nunca foram demarcadas. $#@mos onde termina
a Matematica e comeca a Ldgica, e reciprocamente”

O estudo dos quadrados magicos) diéto, esta longe de ser um
assunto tedioso, antes, € um assunto de facil adpend e que desperta a
curiosidade até mesmo daqueles que nao séo essdEnmatematica.



No estudo que fazemos abordamoguzirados magicos ditos
puros e também aqueles que séo considerados nd®-purimperfeitos. Isto
ocorre porque julgamos o estudo do segundos, anntéressante, nao
menos importante que o estudo dos primeiros.

Nos dias atuais os quadrados magigerderam o valor que
possuiam como motivo de crengas misteriosas, mamepensacao a ciéncia
Ihes dedica atencéo pois 0s quadrados magicos Wwém usados para projetar
experiéncias que dependem de estatisticas.( Cficlgpeédia Conhecer,
pagina 940) . Ainda discorrendo sobre a importan@atifica dos quadrados
magicos : “ A teoria dos quadrados magicos vemaéoinulada desde que
Moschopulus publicou oTratado de Quadrados Magiddsi20), cujo
interesse era basicamente recreativo. Mais tardeséagulo XVIII, o suigo
Leonhard Euler desenvolveu essa teoria, aproximaedoestudo do célculo
das matrizes e determinantes — o0 que quer dizeexjseem quadrados muito
mais complexos do que aqueles apenas recreatizosicqfopédia Conhecer
Universal — 1982)



ORIGENS DOS QUADRADOS MAGICOS

Pouco se conhece ainda hoje em dia sobre ai&iptimitiva dos quadrados
mMAagicos, porém sua origem parece situar-se na Chmstem estudiosos do
assunto que afirmam terem os mesmos (quadradosasigiurgido ha cerca
de 3000 anos na China, e ainda, segundo estesg¢rmamiba India. Os
quadrados magicos sao arranjos quadrados de nsrarai que as linhas,
colunas e diagonais tém a mesma soma. E o nomeaggathagico foi dado a
este tipo especial de arranjo geométrico porquacseditava que tivessem
poderes especiais.

O exemplo abaixo, em notagcdo numeral made é atribuido ao
imperador-engenheiro Yu, o Grande (c. 2200.). E, segundo diz a tradicéo,
quando Yu estava observando o rio Amarelo, swgia tartaruga divina, em
cujo dorso estava o simbolo que hoje € conheattogpnome déo shu Por
Isto, ha muitos e muitos anos 0s chineses acreditapie quem possuisse um
guadrado magico teria sorte e felicidade para todda.

4 9 2
3 5 7
8 1 6

Os quadrados magicos foram se propagasbmando posteriormente
ao Japao, india e Oriente Médio, locais ligadosaticismo. Apareceram na
Arébia durante o século IX e na india durante aleéX| ,ou até antes, e
foram encontrados em escritos hebreus do século BXdje em dia os
quadrados magicos servem de amuletos no Tibeledisme em grande parte
do sudeste da Asia. Eram usados como talismagrenaa em seus poderes



magicos perduraria durante toda a ldade Média enme® Renascimento,
guando os matematicos os tomaram como objetostdece

A introducédo dos quadrados magicos naaugé atribuida ao escritor
bizantino Manuel Moschopoulos, que os citou em shbea intitulada “
Tratado de Quadrados Magicos, isto durante o século XV. Moschopoulos
viveu em Constantinopla numa época incerta, codsteapenas, que morreu
na Italia em 1460.

Os quadrados magicos eram relacionadosacalauimia e a astrologia, e
um quadrado magico gravado numa placa de pratasai@o como amuleto
contra a peste.

Mas, afinal, quando é que temos noticia miaga impressdo de um
quadrado magico? A histdria nos diz que o pintagravador alemédo do
Renascimento Albrecht Direr em sua gravura intfal&lelancolia, datada de
cerca de 1500, nos traz impresso um dos primemasirados magicos. Este
quadrado magico tinha quatro numerais horizontajsaro outros dispostos
verticalmente, sendo as somas iguais a 34.Venaugrano anexo 4 a pagina
37.

No livro "Histéria da Matematica’, de autoria de Carl M. Boyer, esta
escrito a pagina 216 : "(...) A mesma combinacamgesses matematicos e
artisticos se encontra em Albrecht Direr, um coptadneo de Leonardo(da
Vinci) e conterraneo de Werner em Nuremberg. Naaabe Direr vemos
também a influéncia de Pacioli, especialmente rebre gravura de 1514
intitulada Melancolia. Aqui o quadrado magico temesgnca proeminente.
Esse é considerado freqientemente o primeiro usquddrado magico no
Ocidente.(..)". E a pagina seguinte do citado livaa o desenho do quadrado,
gue transcrevemos abaixo:

16 3 2 13

5 10 11 8




Edwaldo Bianchini escreve que "Os piogetrabalhos a respeito de
tabelas numéricas aconteceram na China antigaaloglistas daquela época
se interessavam bastante pelo estudo dos quadmalgisos,” (Bianchini —
Matematica, vol.2, 1995).

Ainda com relacdo a historia dos gqadds magicos, sabe-se que
durante o século XVII a teoria matematica da cogdiv dos quadrados
magicos foi estudada seriamente na Franca. O HsiXl¥ enviou Antoine
de La Loubére para o Sido por volta de 1687-88te @escobriu um método
de construir quadrados magicos de qualquer orderparimo que,
convenhamos, tratou-se de uma grande conquista.

Por esta mesma época, ou seja, em 168pplonés chamado Adamas
Kochansky conseguiu estender o estudo dos quadradmicos a trés
dimensdes. O interesse por quadrados magicosuvaltsurgir no final do
século XIX, quando os quadrados foram aplicadosesalucédo de problemas
de probabilidade e andlise. Conclui-se, portante g idéia dos quadrados
magicos que possui raizes profundas no misticisnfoi dreqlientemente
considerada como mero passatempo, acabou se tornaraparte importante
da matematica contemporanea.



DEFINICOES

Um quadrado magico é uma tabela de nunukspsstos na forma de um
quadrado, de tal modo que a soma dos elementosndelinha, coluna ou
diagonal seja uma constante. Estes nimeros devaniees e consecutivos,
comecados por 1. Quando o quadrado ndo respeit@fiaicdo dada
anteriormente, recebe o nome ggadrado imperfeito, defeituoso ou nao
puro. Ou ainda , segundo Malba Tahan: “ quando os eisede um
guadrado magico ndo sao numeros tomados na ordemaingl1,2,3,4,5...) o
guadrado € denominadpiase-magicd’. Mais adiante, citamos trés exemplos
de quadrados , sendo o primeiro exemplo de umargdadnagico puro de
ordem trés e os dois seguintes de quadrados iemosrfde ordem trés e
quatro respectivamente :

8 1 6
3 5 7
4 9 2
4 9 8
11 7 3
6 5 10
17 3 4 14
6 12 11 9

10 8 7 13




Podemos dizer, ainda, que um quadradoicmag um arranjo de
ndmeros que vai de 1 até muma matriz nxn, onde cada nimero ocorre
apenas uma vez e este arranjo é tal que a somaudweros existentes em
uma linha deve ser igual a soma dos numeros etesteam qualquer coluna
como também em qualquer das diagonais. As diag@daisormadas pelas
casas — ou células — que vao de um vértice a aatrquadrado. Podemos
partir do principio que o valor desta soma devegel a n(A + 1)/2, sendo
esta uma definicdo mais rigorosa sobre quadradacmagpis neste caso néo
pode ocorrer nem a repeticdo de numeros nem a émuiar do namero
O(zero). Ocorre porém que muitos autores aceitanap@&nas a inclusao do
namero O(zero) quanto também a repeticdo de numetesde que as
condicbes das somas sejam satisfeitas com relagalinkas, colunas e
diagonais. A estes quadrados magicos assim ob&ddado o nome de
quadrados magicos ndo puros, conforme dito anteeinte. Existem, ainda,
quadrados magicos que apresentam mais propriedpgess normalmente
apresentadas e recebem o nome de hipermagicos.

A ordem n de um quadrado magico € o marde colunas ou de linhas
que este comporta.

Ao valor n(h + 1)/2, que deve ser constante para cada quadrado
magico, é dado o nome denstante magicau solugéq sendo igual ao valor
da soma de cada linha ou coluna.

Podemos, ainda, dizer queador secretaque chamaremos dede um
quadrado magico € igual a soma de todos 0s nurmgessste contém, e cujo
valor pode ser dado por=n’ (n* + 1)/2.

Abaixo elaboramos uma tabela com a ordem, a sole@iwalor secreto para
0s 20 primeiros quadrados magicos:
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Ordem(n) Solucao(S) Valor secreto(v)

3 15 45

4 34 136

5 65 325

6 111 666

7 175 1225
8 260 2080
9 369 3321
10 505 5050
11 671 7381
12 870 10440
13 1105 14365
14 1379 19306
15 1695 25425
16 2056 32896
17 2465 41905
18 2925 52650
19 3439 65341
20 4010 80200

Sob a otica deste principio podemos afirmar quenals simples dos
quadrados magicos seria o quadrado 1x1 descriteaba

S=1x(f + 1)/2.

Foi utilizada a palavrseria com relacdo a este quadrado magico de
ordem 1, pois muitos estudiosos da Matematicamfala sua inexisténcia, ou
seja, ndo o aceitam como sendo um quadrado magiicio ypois nem sequer
€ possivel pensar em soma, neste caso. Ainda dagéoeao quadrado de
ordem 1, encontramos no livro “ As Maravilhas datéfaatica” de Malba
Tahan a pagina 93: “...Segundo Cornélio Agripa(14885), que era médico
e matematico, o quadrado de ordem 1 (com uma csigs#)olizava a
Eternidade.”
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E quanto ao quadrado magico de ordenu@,sgria, de acordo com a
definicdo o préximo quadrado ? E facil verificarmgsa inexisténcia através
da pratica, pois é impossivel encontramos numastisitbs que preencham as
condicdes impostas para sua existéncia, qual sigagae a soma dé a mesma
tanto em relacdo as linhas, quanto as colunasdegsnais. Com relacédo ao
quadrado de ordem 2, encontramos no livro antegaten citado “ As
Maravilhas da Matematica” a pagina 93: “...Segu@donélio Agripa(1486-
1535)...(...) O quadrado de modulo 2, com quatemehtos, ndo poderia
existir, pois esse quadrado iria simbolizar o0 munuterial com os quatro
elementos, o ar, a terra, o fogo e a dgua — eqamacdas imperfeicdes desses
elementos o quadrado magico nao poderia ter cdestarta.”

Sendo assim, a teoria dos quadrados coggem como ponto de
partida o quadrado magico de ordem 3, e por&era ponto de partida, €
conhecido comguadrado fundamental

8 1 6
3 5 7
4 9 2

S=3x(3 +1)/2.

E aqueles derivados deste por simeld@emos que este quadrado
satisfaz a definicdo dada acima.
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CONSTRUINDO UM QUADRADO MAGICO

Construir um quadrado magico é obter Eg(muadrado) que venha a
satisfazer as condicbes pré — estabelecidas. Eimagmos com a
construcdo de um quadrado de ordem 3, que é osingies.

Existem varias maneiras de tentarmos resolvermstdema, entre as quais
podemos citar:

a).resolver um sistema de equacdes com nove varipgeem que s possui
oito equacdes, pois sédo oito somas que vao daodbepultado. Claro esta
gue esta maneira deve ser descartada.

b).tentar trabalhar utilizando tentativas ao préencas nove ceélulas do
guadrado. Quanto a este método, ndo € preciso longs para descarta-lo,
pois no quadrado magico de ordem trés, que € o simages, teremos nove
maneiras distintas de preenchermos a primeiraa;ébito de preenchermos a
segunda, sete de preenchermos a terceira... A sené&liombinatéria nos
mostra que havera 1x2x3x4x5x6x7x8x9 somas possiveiseja, 181440
resultados diferentes. Quem escolhesse esse méwdastasse , digamos, 20
segundos para escolher os numeros e verificar @ sho® mesmos, levaria
cerca de 40 dias de trabalho continuo! Ja imagisammgue ocorreria quando
esta pessoa tentasse encontrar o quadrado de lLRdscéncontrado adiante,
que construimos em poucos minutos e ilustra esbaltro.

E necessario, portanto, que recorramos a métodisssinaples e inteligentes.
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CONSTRUINDO UM QUADRADO MAGICO DE ORDEM iMPAR

Na Revista do Professor da matematica,entirfi9, pag. ,existe um
interessante artigo que nos fala acerca de quaslradgicos. Este artigo nos

diz como construir um quadrado magico de ordemogir@ transcreveremos
abaixoipsis litris .

A B

11 |19 2 15| 23
12 |25 | 8 21| 4
10 (18 |1 | 14 | 22|10
11 (24 |7 |20 | 3 |16
17 |5 |13]21 | 9 |17
23 |6 |19 2 15
4 112 25| 8 16

Q C

"Para construir um quadrado 5x5 escreveazorumeros de 1 a 25 no
quadradd do seguinte modo:
Comecamos colocando o 1 na casa central da pritgna deQ e andamos
duas casas para cima e uma para a direita pareaca@e numeros seguintes.
Se um numero cai fora do quadra@o ficando nos quadrados, B ou C,
voltamos com 0 himero na casa correspondente rivaplaQ.

Veja por exemplo, a colocacédo do 2. Se @n@mmos uma casa ocupada,
como, por exemplo, na colocacdo do niumero 6 a aaser usada ja esta
ocupada pelo 1. Escrevemos entdo o numero ( hooc&gana casa abaixo do
numero anterior ( No caso o 5) e continuamos coagia inicial. Completado
0 quadrado, obtemos soma 65 em todas as lint@lspas e diagonais.
( Enviado por Hideo Kumayama).

Uma outra maneira de montar o quadradsegainte:
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Comecamos na mesma casa que o0 quadrado anteasrpsnmovimentos
para colocacdo dos nimeros seguintes sdo sempra piaeita, em diagonal.
As outras regras sdo mantidas como acima.

Vocé pode, agora, montar quadrados 7x7,.9x9,

Que tal ?" (Extraido do livro'Matematicakédreations' de M. Kraitchik,
publicado pela Dover Publications.Inc).

18 |25 |2 |9 | 16
17
23

10

Q C

E foi justamente isto que o autor destanografia procurou fazer,
aceitando a sugestao e construindo , como exeurarados com 9, 49 , 81
e também com 121 células. Construi os quadradgsirges usando a
segunda maneira descrita acima e aproveitei atwpdade para fazer
observacdes acerca de cada quadrado construido.
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Quadrado magico de ordem 3 (9 células)

9 2 |7
8 1 6 |8
3 5 7 |3
4 9 2

O que podemos observar de interessantguadrado acima? Entre
outras coisas podemos verificar que :
a)os numeros 4, 5 e 6 formam uma progressao aitarde razao 1,
b) que a soma 8+2 = 6+4 = 3+7 eh igual ao valdedoo central dividido por
dois, ou seja, este termo(central) € a média aiitenéla soma de dois valores
"simétricos" a ele;
c)os numeros 2, 5 e 8 também formam uma progresgaeetica , cuja razao
é igual a 3.

d)os elementos da coluna onde se encontra o v&irad(5) formam uma P.A

de razéo igual a 4, ou seja , igual ao valor (rseh}do n o niumero de linhas
ou colunas.

Quadrado magico de ordem 7 (49 células)

A B

31 |40 |49 | 2 11| 20| 29




16

30 |39 |48 |1 10| 19| 28|30

38 |47 | 7 9 18 | 27| 29|38

46 |6 8 17 | 26| 35| 37|46

S 14 |16 | 25| 34| 36| 455

13 |15 |24 | 33| 42| 44| 4 |13

21 |23 |32 | 41| 43| 3 12|21

22 |31 |40 | 49| 2 11| 20

Q C

Podemos observar que este quadrado fagats condicdo afirmada
anteriormente que nos diz s&=n(rf + 1)/n, onde n é o nimero de linhas(ou
colunas) e S é a soma de todos 0os numeros do doadegico. Notemos que,
ainda, 25=S/49, sendo este o valor do termo qaenficcentro do quadrado.
Os elementos22,23,24,25,26,27 e 28 formam uma g8sgo aritmeética de
razao unitaria.

Podemos observar que, também neste caso, a sonwoisleelementos
"simétricos" ao termo central 25 € uma constardezaso a meédia aritmética
da soma deste dois valores.(22+28 = 27+23= 30+365414+36~=....).
Vemos, ainda, que os elementos da coluna ondeoesgmento central, ou
seja, a coluna central, formam estes elementosRufade razéo igual a 8, ou
seja igual a n+1, sendo n igual ao nimero de l{oasolunas).

O primeiro elemento da diagonal secundaria, a calgabaixo para cima, é
igual a 22, ou seja, assume o valor n(n-1)/2 + 1.
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Quadrado magico de ordem 9 (81 células)

48 59| 70 2| 13 24 3b 46
47 158| 69 80 1| 12 28 34 487
57168 79| 9| 11 22 33 44 467
67788 | 100 21 32 48 54 567
777 |18| 20 31 42 58 55 €67
6 |17[19]| 30 41 52 63 65 716
16 (27| 29| 40 51 62 64 75 516
2628|139 50 61 72 74 4 126
3638|149 60 71 73 3] 14 236
3748|159 70 81 2| 13 24 35
Podemos observar que:
a).37,38,39,....... 44 e 45 formam ,ainda ,umanessfio aritmética de razéo

unitaria.

b).A soma de dois elementos "simétricos" ao teramiral (41) do quadrado é
uma constante.

c). Verificamos, também que os elementos da catens&ral formam uma P.A
de razdo igual a n+1, no caso igual a 10 .

d). o elemento igual a 37 € o valor de n(n - £}(2
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Quadrado magico de ordem 11 (121 células)

69 | 82| 95| 108 121 2 15 28 41 54 67

68 | 81| 94| 107 120 1 14 2y 4D 53 6668
80 | 93| 106, 119 11} 13 26 39 52 @G5 6780
92 | 105 118, 10| 120 25 38 51 64 A7 1992
104 | 117 9 221 24, 37  5(Q 683 7/p 78 91104
116 | 8 21| 23| 36| 49 67 7% 88 90 1p3i1e

7 20| 33| 35| 48| o061 74 87 89 102 1457
19 | 32| 34| 47| 60, 73 8 99 101 114 p19
31 | 44| 46| 59| 72| 85 9§ 100 113 b5 1831
43 | 45| 58| 71| 84| 97} 110 112 4 17 3043
55 | 57| 70| 83| 96| 109 1101 3 16 29 4255
56 | 69| 82| 95| 108 121 2 15 28 41 54

A exemplo dos quadrados magicos anteriores, nestdrgdo de 121 células
também podemos observar o seguinte:

a)Os numeros que constituem uma das diagonais dadrapo
(56,57,58,....,66) formam uma progressao aritméteceazao 1;

b)O numero que ocupa a posicédo central do quadradoaso o numero 61,
continua sendo a média aritmética de todos os rasm@ncluindo ele) que
formam o quadrado magico; No caso, 61 = 7381/121;

c)Continua valendo aquela propriedade , qual sd@ gue a média aritmética
de dois elementos "simétricos" ao termo centrajju@li ao valor do termo
central, no caso: (7+115)/2=(20+102)/2=(56+66)/2=61;

d)Os numeros da sexta coluna constituem uma P.Aazi@o igual a 12,
mantendo a lei de formacao anteriormente citada, spja n+1.
e)o elemento 56 continua sendo igual a n(n -112 +
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CONSTRUCAO DE UM QUADRADO MAGICO DE ORDEM
PAR

Se por um lado a construcédo de qualquadm@do de ordem impar é
uma tarefa relativamente facil, o mesmo ndo ocquando abordamos os
quadrados de ordens pares.

Descrevemos abaixo uma maneira de construir qdaslrde algumas ordens
pares. O autor desta linhas aproveita para, emdsegeonstruir quadrados
magicos de ordem 4, 8 e 12:

Quadrado magico de ordem 4 (16 células)

13 14 | 15 | 16

Como foi construido este quadrado magiceriRhemos a primeira
linha colocando os vinte e cinco por cento daltde niumeros do quadrado
(nimeros 1,2,3 e da esquerda para a direita Em seguida colocamos os
cinquenta por cento do total dos numeros, em ordexscenteda direita
para a esquerd4 seqiiéncia 5,6,7 e 8 e em seguida a sequéncidPa02).
Finalmente, colocamos 0s vinte e cinco por censtardes novamenida
esquerda para a direita Conforme poderemos observar mais adiante,
quando da construcdo de um quadrado de ordem &,“regfra” funciona
também para este. Notamos, feito isso, que a s@m@dhs as colunas ja
apresenta o valor 34, que realmente deve ocorismgd + 1)/2 = 34 para o
valor n=4.

Devemos agora, trocar os cinquienta por cento ¢srtas linhas (2 e 3 por 14
e 15e7 e 6 porlle 10), obtendo o quadrado m@gocurado.
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15

13

16

20

Podemos observar que a soma de dois nunmgresestdo a mesma

distancia dos extremos é a mesma, e, no caso, &gwsaima dos proprios
extremos. Assim temos que 7+10=11+6=13+4=1+16= 17

Quadrado magico de ordem 8 (64 células)

1 [ 2] 3] 45| 6] 7] 8
9 | 10 | 11| 12| 13| 14| 15| 16
49 | 50 | 51 | 52| 53| 54| 55 | 56
57 | 58| 59 | 60| 61| 62| 63 | 64

Também aqui podemos observar que, a calgatima para baixo, as
duas primeiras linhas ( vinte e cinco por cento lodsas) foram preenchidas
colocando-se os vinte e cinco por cento dos priseaitimeros do quadrado ,
em ordem crescent&la esquerda para a direita As quatro linhas
seguintes ( cinquenta por cento do total dos nusheimam preenchidas
colocando-se os numerda direita para a esquerda e , finalmente, os vinte
e cinco por cento dos nameros restantes foram adéscdasquerda para a
direita, tal qual ocorrera quando construimos o quadradordem 4 anterior.
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Feito isso, notamos que em todas as colunas jgirathls a soma procurada,
gue serd igual a 260. Resta fazer a compensag&oaaniinhas para que estas
atinjam o mesmo valor. Vamos fazer, novamente,ranyi@ entre as quatro
colunas centrais, que correspondem a , igualmeirtgiienta por cento das
colunas, de tal forma que os quatro elementos aentta primeira linha
ocupem o lugar dos quatro correspondentes daailimha, os da segunda
linha ocupem o lugar dos elementos da penultimalaoterceira ocupem o0s
lugares dos elementos da antepenultima linha maxsi diante.

Feito isto, teremos o quadrado magico de ordeno@upado:

1 [ 2 ]5859]60] 61] 62] 7 8
o | 10 | 51 | 52| 53| 54| 15 | 16
49 [ 50 | 11 | 12| 13| 14| 5 | 56
57 58 | 3 4 5 6 63 64

Notamos que, aqui também, a soma de dois elemeujidisistantes dos
extremos € a mesma, no caso esta é igual a 65.

QUADRADO MAGICO DE ORDEM 12( 144 células)
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1123/ 4|5| 6| 7| 8 9|10] 11] 12
13|14 15/16(17]18[19|20 21| 22| 23| 24
25| 26| 27128(29|30(31(32[33| 34| 35| 36
48 | 47| 461 45|44|43|42|41|40| 39| 38 37
60 | 59| 58| 57| 56| 55| 54| 53| 52| 51| 50| 49
72171 70160/ 68!/67/66|65|64| 63| 62| 61
84| 83| 82181|80|79|78|77|76| 75| 74| T3
9% | 95| 94103/192191190/89|88| 87| 86 | 85
108 107\ 106 105/104/103/102/101{100 <9 | 98| 97
109 | 110| 111/112/113114{115(116/117| 118 | 119] 120
121| 122| 123124/125/126/127/128 129 130 131] 132
133 | 134] 135136/137138139|140/141] 142| 143] 144
Quadrado de 144 células depois de concluido
1 2 3 136 137 138 139 140 141 0 11 12
13 14 15| 124 125 126 127 128 1R9 22 23 24
25 26 27| 1120 113 114 115 116 117 34 35 36
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109 | 110| 111 28, 29 3( 31 32 33 118 319 120

121 | 122 123 16| 17 18§ 19 20 21 10 131 132
133 | 134| 135 4 5 6 7 8 9 142 143 144

Podemos notar que a maneira de obtermadrap@s de ordem 4,8 e 12
foi bem mais trabalhosa — menos mecanica - do qguela utilizada na
obtencédo dos quadrados de ordem impar. Além daos, mmgbrocesso para a
obtencédo de quadrados de ordem impar pode serafjeado, valendo para
todos os quadrados de ordem impar, enquanto quetadmpara a obtencao
dos quadrados de ordem par anteriormente citadopoée ser estendido a
todos aqueles de ordem par, pois 0 processo guEntds Nao serve para a
construcdo de quadrados de ordem 6, 10, 14,.as anflens ndo sdo multiplas
de quatro, apesar de serem pares. Sera porquésnésmpossivel obtermos
os famosos vinte e cinco por cento em quantidadisras? Nos anexos
encontramos exemplos de quadrados magicos de om®leasl10, cuja
construcao o autor desta monografia ndo consegalizar, mas que servem
de ilustracéo para os estudiosos do assunto.

RELACAO ENTRE OS QUADRADOS MAGICOS E OS
NUMEROS TRIANGULARES

Podemos representar um numero inteoo meio de uma fila de
pedras do jogo das damas, colocando tantas pasasogsejam as unidades.
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Fazendo o que foi exposto acima, poderzer que ndameros
triangulares sé&o aqueles que formam triangulosspoem-se as carreiras de
pedras uma a par das outras, ou seja, uma nai@jrdaas na segunda, trés
na terceira, e assim por diante.

O desenho abaixo explica melhor o gudifo:

AN

N&o é dificil verificarmos que a sequéncia dos e triangulares pode ser
obtida pela féormulaa( n + 1)/2, que, para n = 1,2,3,... fornece os numeros 1,
3, 6,10, 15,....

Os quatro primeiros nameros triangulaa@&s, conforme o desenho, os
nameros 1, 3 , 6 e 10. Se continuarmos utilizandmesmo processo de
construcdo, veremos que 0s proXimos numeros triaregiserdo 0os nimeros
10,15, 21 ,28 e assim por diante. Apenas a titelouliosidade, podemos citar
gue existem, ainda , 0s numeros quadrados(1,4..9,50s numeros cubicos
(1,8,27,...)

Qual a relacdo, afinal, que existe enti® numeros triangulares e 0s
guadrados magicos?

Para exemplificarmos, peguemos um quadcadn nove células(3x3).
Afirmamos que somar os numeros de 1 a 9 é o mesm@charmos o valor
do nono namero triangular. No caso, conforme pcee verificado
facilmente, a soma dos numeros existentes no gi@aanzégico e o valor do
namero triangular procurado, sdo ambos iguais a 45.
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QUADRADOS MAGICOS NAO PUROS

Um interessante problema consiste em , sladovalores de trés células
quaisquer em um quadrado magico 3x3, determinartoeros que devem
ocupar as seis células restantes. Ha de se supoesjes seis numeros que
faltam devem ser uUnicos, porém ndo é o caso deslrados abaixo,
existindo diversas solucdes para 0 mesmo problema:

1 10 4
8 5

6 0 9
9 10 8
8 9 10
10 8 9

O que ocorreu, entdo? Notemos que o gmimquadrado usou o
namero zero enquanto que o segundo repetiu trésne8mfugindo portanto a
definicdo de quadrado magico puro e ndo podendimaser considerados
quadrados magicos auténticos.

QUADRADOS MAGICOS NAO PUROS FORMADOS POR NUMEROS
FRACIONARIOS

Interessante exemplo de quadrado magide ger considerado aquele
onde, além de nameros inteiros, aparecem tambémmeno8 fracionarios.
Encontramos um destes exemplos a pagina 236 do Raciocinio Logico
(volume 1) de autoria de Jonofon Sérates, que mopdp O seguinte
exercicio:
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“Dispor , nos quadradinhos da figura ao ladoglesnentos do conjunto:
{1/4, 172, 3/4, 1,1 Y4, 1%, 1%, 2, 2% }dermodo que as somas nos
sentidos horizontal, vertical e das duas diagosgjam iguais a 3 4.”

E nos apresenta a resposta a pagina 335 que,rdl@ag a Unica solucdo para
0 problema:

2 Ya 1Ya
3/4 1% 1 %
1 2 Y Yo

QUADRADOS MAGICOS FORMADOS POR UMA SEQUENCIA DE
NUMEROS PRIMOS

Em nossas pesquisas pelas ondas eletn@tizas da Internet,
constatamos existirem quadrados magicos formadadusbxamente por
nameros primos sendo que, 0 que é mais interessastes nimeros estdo em
sequéncia. Estes quadrados estdo apresentado®exo 2 a pagina 34 desta
monografia, bem como também é citado o site onds @odem ser
encontrados .

ESTUDO SOBRE O QUADRADO MAGICO
FUNDAMENTAL(COM 9 CELULAS)

Esta parte de nosso estudo é fruto derobgOes efetuadas durante a
disciplina do curso intituladaMetodologia do Ensino de Matematica
ministrada pelo Prof. Ms. Francisco Rodrigues daaSem setembro de
1998, que abordava quadrados de ordem trés.

Dado um quadrado de nove células, as quais arefims pelas letrasA,
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>
o8]
@]

Foram feitas as seguintes observacoes, validaspararos inteiros:

Primeira: Se o numero que ocupaf for um numero par, 0 numero em
também sera par;

Segunda Se o namero emA for impar, o numero que ocupa a célula
também sera impatr;

Terceira: existe uma relagao entre as célidad- eG tal que:
(B+F)/2 =G;

Quarta: existe também uma relacéo entre as célD]jas eC que € a descrita
abaixo:

(D+H)/2 =C;

Quinta: o numero que ocupar a célula é a média aritmética da soma de
todos os numeros, incluido este, existentes ndrgda magico quando o
guadrado estiver concluido, ou seja, todos os msnecuparem as posicoes
corretas;

Sexta

Cada linha ou coluna ou diagonal do quadrado magidé3 da soma dos
nameros existentes;

Sétima vamos agora provar que, em um quadrado magicmde celulas o
namero que ocupa a célula central € igual aorv@dosoma de todos os
nameros existentes no quadrado (S) dividido peloerd de células, ou seja,
S/9.
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A +E+I1=5/3
B +E+H=S5/3
C+E+G=S/3

Somando as trés equacdes obtemos:
A+B+C+3E+I+H+G =S

Ocorre queA + B + C = S/3 e este € também o valorldeH + G, portanto
teremos:
S/I3+E +S/3 =S, donde se conclui dqae S/9.

A seguir, novamente voltamos a nos vderbibliografia alheia,
reconhecendo porém que a ciéncia nao possui dogoe ¢odo o estudo e
pesquisa tem por proprietario a humanidade enssfteressados em estudar
e pesquisar, além de aprofundar as descobertasosege Os quadrados
abaixo foram obtidos do site da Internet — poderdsanocratica e fabulosa

fonte de consulta :
http://www.forum.swarthmore.edu/alejandre/magicasel

2.7.1 - QUADRADOS MAGICOS DE 9 CELULAS EM ORDEM
NUMERICA.

1 2 3 4
8 1 6 17 |10 |15 |26 |19 |24 |35 |28 |33
3 5 7 12 (14 |16 |21 |23 |25 |30 |32 |34
4 9 2 13 |18 |11 (22 |27 |20 |31 |36 |29
S 6 7 8 9
44137 | 42|53 |46 | 51 |62 |55 | 60 80 |73 |78
39 |41 | 43 148 |50 | 52 |57 |59 | 61 75 |77 |79
40 |45 | 38 |49 |54 | 47 |58 |63 | 56 /6 |81 | 74

QUADRADO MAGICO DE ORDEM IMPAR QUALQUER
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Para uma ordem impar qualquer, desdence3 e que o quadrado
tenha sido preenchido conforme a regra citada am@ag 0s nossos estudos
levam as seguintes conclusoées:

1 N(n-1)/2+n

N(n-1)/2+2 | | || e 3

N(n-1)/2+1 N 2

Considerando n a ordem do quadrado, podemos affquea

a). a razao da P.A formada pelos elementos daaalemtral vale (n + 1);
b).o termo central do quadrado magico assume seonyar (If + 1)/2;
c).o0 Ultimo elemento da coluna central assume or v

d).o primeiro elemento, a contar de baixo para cigque ocupa a diagonal
secundariavale n(n —1)/2 + 1.
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CONCLUSAO

A que conclusdes podemos chegar ao findar o ncaisallho?
Diriamos que a primeira conclusdo é de que devesons8nuar admirando
esta maravilhosa Dama que se esconde sob o psewddeiMatematica.
Esta maravilhosa ciéncia, tdo antiga, tdo perfejtee, quanto mais a
estudamos, mais cremos em nossa insignificanciamealida que a
compreendemos, ja que ela nos mostra a solucambiemas incriveis.
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Convenhamos que para a maioria dos nsoméd € tarefa facil colocar
nove numeros dispostos em um quadrado 3x3 dertahfque a soma destes,
quer em linhas, quer em colunas, quer em diagosaja, a mesma. E nos
admiramos ao saber que este € 0 mais simples dadragios magicos :
falamos do quadrado magico fundamental! O querdiga pedissemos que as
mesmas condicfes fossem satisfeitas para um quadnadico de ordem
1001x1001 , por exemplo? Certamente, seriamog®axsomo loucos...

No entanto, prezado amigo, ao terminaede trabalho que acabamos
de concluir, eu Ihe direi que, com certeza, secaigaz de construir este
quadrado de ordem 1001x1001 e, o que € mais inmtertado apenas este,
mas qualquer quadrado magico de ordem impar! pstgue existe algo
chamado demeétodo, tdo importante para a Matematica, que naquele se
baseia! A Matematica €, certamente, a Rainha dascl@s! Somente aqueles
gue ndo a compreendem podem se dar ao luxo deofatamtrario...As linhas
que acabamos de escrever baseiam-se no fato dexigie um método que
nos permiteresolver quadrados magicos de qualquerordem impar.
Convenhamos... Isto é algo fabuloso, apesar deopeaiorizado , de pouco
conhecido.

Concluimos, também, que é possivel formedrados magicos de
ordem par - 4x4, 8x8, 12x12.......... 10024x100B4d também porqué os
métodos matematicos nos ensinam. E bem verdadedyueodemos deixar
de lamentar o fato de que, o método descrito pasalver quadrados de
ordem parseja validoapenas para aquelas ordens multiplas de quatro( 4,
8, 12,....). Neste aspecto devemos reconhecer nossa limitalyfas,
certamente, concluiremos que um dia, inevitavelmedguém aparecera para
resolver este problema. E uma questdo de tempo...

Outra conclusdo a que chegama®epois de formular este
trabalho, foi acerca da universalidade das CiéneiasMatematica incluida
neste rol — e do conhecimento humano, deeem ser acessiveis a todos e
destes ser propriedade comum. Alids , o termo propriedade aqui
especificado ndo é aquele empregado em seu senildar, que designa
posse de uma pessoa em detrimento de muitogeloumenos n&o deve ser!

Assim, a nossanclusaq reforca a idéia de que a Ciéncia é propriedade
de todos...Na realidade , quando se fala em sadalde, por exemplo, acerca
do “ Teorema de Pitagoras”, este representa ndo apenas aquele quem o
descobriu, quem o criou, mas sim toda a humanid&lelTeorema de
Pithgoras, portanto, € uma das grandes contribgliciEe Pitagoras para a
Matematica. O matematico Pitdgoras com certeza dea grande
contribuicdo para o conhecimento humano, mas jamas que aquilo que
descobriu fosse apenas seu...
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5 - ANEXOS

ANEXO 1

Na disciplinavietodologia do Ensino de Matematidacionada pelo
Ms. Francisco Rodrigues da Silva e que fez parteasso curso, nos foi
apresentada em 19 de setembro de 1998 uma lisexeteicios intitulada
Aplicacbes e Jogos, cujo conteudo sobre Quadradigicik transcrevo na
integra abaixo:
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1. QUADRADOS MAGICOS

Em um quadrado magico a soma das colunas, linhdegonais sdo as
mesmas. A questdo é determinar, dados trés numesoseis restantes e
anicos, de forma que a caracteristica do quadradogneca a mesma.

Exemplo. A soma de qualquer linha, coluna ou diager®.

1 6 2
4 3 2
4 0 5

Complete os quadrados magicos:

1
3 3
2
3
1
1
1
1
0
0




2 1
3
5
1
10
8
9
3
5
7
7
3
5
8
7
5
25

40

35



10

110
90
100
50
60
80
0
30
15
105
100
110
110
140

160

36
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ANEXO 2

No site da Internet
http://www.pse.che.tohoku.ac.jp/~msuzuki/MagicSeuaiime.seg.html

encontramos interessantes exemplos de quadradgEandormados por
sequéncias de numeros primos que foram criado&pabe e A . Suzuki em
1957, e que forma publicados no livro “ Study ofgitaSquares”(Estudo dos
Quadrados Magicos) de autoria de Abe.
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a). Quadrado 5x5 com os numeros primos de 13 actie®lo por Gakuho

Abe

b). Quadrado magico de ordem 6 com 0s numeros praonsecutivos de 7 a

17 79 101 43 73
13 113 89 61 37
109 19 41 47 97
107 | 71 53 59 23
67 31 29 103 83

167, feito por Akio Suzuki.

c).Quadrado magico de ordem 7 com 0S numerosoprounsecutivos de 7
até 239, feito por Akio Suzuki.

167 37 127 11 101 41
47 71 157 97 83 29
7 23 17 151 137 149
103 | 131 43 67 61 79
53 59 31 139 89 113
107 | 163 | 109 19 13 73

233 13 19 223 29 113 1671
173 47 103 191 61 59 163
157 | 149 37 /1 127 17 239
83 181 79 41 131 193 89




QUADRADOS MAGICOS DE ORDEM 6 e 10

7 107 | 229 109 197 137 11
43 73 151 23 199 211 97
101 | 227 | 179 139 53 67 31

ANEXO 3

QUADRADO MAGICO 6x6

32

3

34

35

12

29

9

10

26

25

39
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13 14 22 21 23 18

24 20 16 15 17 19

30 11 28 27 8 7

31 5 33 4 2 36

QUADRADO MAGICO 10x10

1 92 3 94 5 6 97 98 99 10

20 89 18 87 16 15 84 13 82 81

21 72 23 74 25 76 77 28 79 30

40 69 38 67 35 36 64 33 62 3]

41 52 43 44 56 55 57 48 59 5(

51 42 58 54 46 45 a7 53 49 6(

70 39 68 37 66 65 34 63 32 6]

80 22 73 24 75 26 27 78 29 7]

90 19 88 17 86 85 14 83 172 11

91 9 93 4 95 96 7 8 2 10(

Estes exemplos foram retirados na Internet dcabisexo:

http://www.pse.che.tonoku.ac.jp/~msuzuki/
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MELANCOLIA
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